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Исследование системы gi|M|∞
с повторными обращениями

Л. А. Жидкова, С. П. Моисеева

Томский государственный университет

E-mail: zhidkovala@mail.ru, smoiseeva@mail.ru

Введение

СМО с неограниченным числом обслуживающих приборов являются математическими моделями сложных технических систем, таких как распределенные вычислительные и информационные системы [1], а также различных социально-экономических систем, в том числе торговых и страховых компаний [2]. Одной из модификаций СМО с неограниченным числом приборов являются системы массового обслуживания с повторными обращениями. В работах [3, 4] в качестве математических моделей изменения числа клиентов торговых компаний предлагается использовать СМО с неограниченным числом приборов, пуассоновским входящим потоком и повторными обращениями.

Однако пуассоновский поток не всегда верно описывает реальные потоки заявок. В связи с чем, можно сделать вывод о том, что существует необходимость расширения круга исследуемых моделей массового обслуживания с непуассоновским входящим потоком, а также разработке методов их исследований.

В данной статье помощью метода асимптотического анализа приводится исследование числа занятых приборов в СМО с повторными обращениями, на вход которой поступает рекуррентный поток.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему массового обслуживания с неограниченным числом обслуживающих приборов, на вход которой поступает рекуррентный поток заявок с функцией распределения длин интервалов между моментами поступления заявок A(x) (рис. 1).

Продолжительность обслуживания заявки имеет экспоненциальное распределение с параметром µ. Поступившая заявка занимает любой из свободных приборов, завершив обслуживание на котором, с вероятностью 
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 покидает систему или с вероятностью r возвращается в неё для повторного обслуживания.
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Рис.1. Система массового обслуживания GI|M|∞ повторными обращениями

Обозначим 
[image: image7.wmf](

)

it

 — число занятых приборов в системе в момент времени t. Так как полученный случайных процесс 
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 немарковский, то марковизируем его, введя дополнительную переменную 
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, равную длине интервала от момента t до момента поступления следующей заявки. Тогда двумерный процесс 
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 будет марковским. Ставится задача исследования числа занятых приборов в системе в момент времени t.

2. Система дифференциальных уравнений Колмогорова

Обозначим 
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, тогда для распределения вероятностей получаем систему дифференциальных уравнений Колмогорова
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Для стационарного распределения вероятностей 
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 перепишем данную систему в виде
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Тогда частичных характеристических функций вида
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имеем следующее уравнение
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Полученное уравнение позволяет определить основные характеристики рассматриваемой системы.
Найдем характеристики числа занятых приборов в системе в стационарном режиме методом асимптотического анализа.

3. Метод асимптотического анализа

Применим метод асимптотического анализа, заключающийся в нахождении аппроксимации характеристической функции числа занятых приборов в системе GI|M|∞ при определенных условиях. Для нашей системы мы будем рассматривать условие растущего времени обслуживания, то есть высокой загрузки системы [5,6].
Обозначим
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перепишем (1) с учетом введенных обозначений
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Выполним в данном уравнении предельный переход при 
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, получим, что 
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 является решением уравнения
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Заметим, что данное уравнение определяет функцию 
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Определим вид функции 
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, для этого в уравнении (3) выполним предельный переход при 
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, получим равенство
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Поделив обе части которого на ɛ и выполнив в нем предельный переход при 
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, получим
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Подставляя в данное выражение (4), получим уравнение для определения функции 
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решение которого, удовлетворяющее начальному условию 
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Тогда с учетом (4) имеем
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С учетом замены (2) и равенства (5) запишем асимптотическое равенство
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из которого, для характеристической функции процесса 
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 в стационарном режиме, имеем выражение
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которое будем называть асимптотикой первого порядка числа занятых приборов в момент времени t для системы GI|M|∞.

Для более детального исследования данной системы рассмотрим асимптотику второго порядка, для этого в уравнении (1) выполним замену
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получим уравнение
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Обозначив 
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, в этом уравнении выполним замены:
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получим
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(7)

Решение данного уравнения запишем в следующем виде
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где 
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 — стационарное распределение вероятностей значений случайного процесса 
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Подставляя (8) в (7) имеем равенство
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Так как выполняется равенство
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то уравнение (9) можно переписать в виде уравнения
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определяющего функцию 
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Для нахождения функции 
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 в уравнении (7) выполним предельный переход при 
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подставляя в которое разложение (8), ограничиваясь слагаемым второго порядка малости, имеем
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Выполняя в данном выражении преобразования и учитывая 
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решение которого, удовлетворяющее условию 
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где параметр 
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 определяется следующим равенством:
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Тогда в силу равенства
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и замены (6) запишем асимптотическое равенство
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из которого для характеристической функции величины 
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Полученное выражение будем называть асимптотикой второго порядка числа занятых приборов в системе GI|M|∞ в момент времени t.

4. Сравнение численных результатов

Проведем сравнение вероятностных характеристик, полученных для данной системы аналитическим методом и методом асимптотического анализа, для этого рассмотрим случай, когда на вход системы поступает рекуррентный поток заявок, с функцией распределения длин интервалов между моментами поступлений заявок заданной следующим образом:
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Аналитические выражения для нахождения момента первого и второго порядка числа занятых приборов в системе имеет вид (10, 11) соответственно
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где
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Пример 1. Используя 
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 и, изменяя параметр μ, имеем:

Таблица 1
Сравнение асимптотических и аналитических значений дисперсий при r = 0.3, a = 1, b = 3

	µ
	1
	0.5
	0.25
	0.1
	0.05
	0.01
	0.001

	Асимптотические результаты
	0.173
	0.347
	0.694
	1.734
	3.469
	17.344
	173.443

	Аналитические результаты
	0.232
	0.422
	0.778
	1.82
	3.559
	17.424
	173.306

	Относительная погрешность ∆
	25%
	18%
	11%
	5%
	3%
	0.5%
	0.08%


Заметим, что при данных параметрах применение асимптотических результатов допустимо при 
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Пример 2. Рассмотрим случай, когда вероятность возврата заявки в систему равна 
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Таблица 2
Сравнение асимптотических и аналитических значений дисперсий r = 0.9, a = 1, b = 3

	µ
	1
	0.5
	0.25
	0.1
	0.05

	Асимптотические результаты
	1.214
	2.428
	4.856
	12.141
	24.282

	Аналитические результаты
	1.302
	2.519
	4.746
	12.226
	24.354

	Относительная погрешность ∆
	7%
	4%
	2%
	1%
	0.3%


Следует отметить, что в данном примере относительная погрешность оказала значительно меньше погрешности, приведенной в примере 1, что говорит о том, что на асимптотические результаты влияет не только время обслуживания заявок, но вероятность их возврата в систему, следовательно чем выше интенсивность поступления заявок в систему, тем ближе асимптотические результаты к аналитическим.
Заключение

В настоящей работе рассмотрена математическая модель системы GI|M|∞, с помощью метода асимптотического анализа получены асимптотическое приближение моментов первого и второго порядка числа занятых приборов в рассматриваемой системе в условии растущего времени обслуживания, приведен численный анализ полученных результатов.
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